Brede linier

En glemt geometrisk begrebsstruktur

af Jens Hoyrup

Den folgende hilsen til Marinus folger sporene af en forstaelse af arealer der for os
synes meerkveerdig (for Platon, som vi skal se, skandalgs) men som i flere matematiske
kulturer har veeret sa selvfelgelig at der ikke var brug for at forklare den: sa
meerkveerdig, og sa selvfglgelig at moderne historikere har besluttet at passager i
kilderne der afspejler den er fejlagtige, forvirrede eller meningslese. Jeg hentyder til
forstaelsen af linier som beerere af en virtuel bredde svarende til en leengdeenhed, og af
arealer som sammensatte af sddanne band-linier. Denne forstdelse har behersket
mange for-moderne praktiske landmalerkulturer, hvor det var let at enes om valget af
en enkelt standardbredde — hvor, sa at sige, land blev malt som vi i dag stadig seelger
stof, i meter (med den fysisk bestemte bredde) og ikke i kvadratmeter. Men den
afspejles ogsa i tekster som er af mere teoretisk preeg omend de stadig inspireres eller
farves af den praktiske landmaling og dens sprogbrug. Ud fra et godt gammelt princip
skulle temaet ligge neer pd emner Marinus har arbejdet med, uden dog at sidde laret af

ham.

Italiensk landmadling, fra Fibonacci til Pacioli
I indledningen til sin Pratica geometrie [ed. Boncompagni 1862: 3—4] gor Leonardo
Fibonacci rede for leengde- og arealmal. I de forste linier [ed. Boncompagni 1862: 3—4]
er der intet overraskende for en moderne leeser: en cubita superficialis er et kvadrat
hvis side er en cubita linealis; pd samme made er en ulna superficialis et kvadrat med
side én ulna linealis, og en pertica superficialis et kvadrat med side én pertica linealis.
Men sa fortseetter Fibonacci med en beskrivelse af det system der bruges i hans
hjemby Pisa — og det er temmelig anderledes end vi er vant til." En pertica linealis

bestéar af 6 linezere fod, og hver af disse af 18 linesere punkter eller unciae. En pertica

1. Fibonacci latiniserer lokale toskanske enheder; skant disses navne er afledt fra latin er deres former
derfor ikke altid hvad en filolog ville forvente.
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quadrata bestar tilsvarende af 6 flade-fod; som Fibonacci forklarer, er nemlig en flade-
fod 1 pertica lang og en sjettedel af en pertica (altsa en fod) bred. En flade-uncia er en
pertica lang og en attendedel af en fod bred. En flade-fod er altsd en sjettedel af en
flade-pertica, og en flade-uncia en attendedel af en flade-fod eller en 108-del af en

flade-pertica.

Sterre arealer males i enhederne scala (= 4 flade-pertice), panorum (= 5% flade-
pertice), staiorum (=12 panori) og modiorum (=24 staiori). De er alle forst og fremmest
arealmél, men de kan ogsa forstds som leengdemal — hvor 1 lineeer panorum er den
leengde som, hvis den udstyres med en bredde pa 1 fod, giver et areal pa en flade-
panorum (0.s.v.). De bruges, forteeller Fibonacci, ved keb og salg af marker, bygge-

grunde og huse — altsa i praktisk gkonomisk liv.

Tilsvarende forklarer den geometriske del af Luca Pacioli's Summa de arithmetica,
geometria, proportioni: et proportionalita [1494: 11, fols 6v—7r] det mélesystem der pa
hans tid bruges i Firenze ved keob og salg af jord. Her er den tilbagevendende bredde

bracio (flertal bracia; en “underarm med hand” eller cubitum pé ca. 50 cm):
Multiplikation af bracia med bracia giver kvadrat-bracia.
Multiplikation af bracia med pugnora giver pugnora.

Multiplikation af bracia med panora giver panora; multiplikation med staiora giver staiora.

(1 staioro = 12 panora = 12° pugnora = 12° bracia). Fremstillingens hele struktur s3 vel
som maélesystemet viser at denne passage (i modseetning til mange andre) ikke er kopi-

eret fra Fibonacci. Pacioli beskriver et system der faktisk var i brug i Firenze pa hans
tid.

Agypten

Forstdelsen af arealer som sammensat af band med standardbredde og malt i leng-
demal kan findes i andre praktiske malesystemer. Et bekendt eksempel kommer fra det
Midterste Riges ZAgypten [Peet 1923: 24—-25]. Til opmaling af land brugtes leengdeen-
heden khet (et “reb”), med en leengde pa 100 mh (stadig en cubitum pa ca. 50 cm). I

skoletekster er den grundleeggende arealenhed setat, en kvadrat-khet. I praktisk land-
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maling brugtes derimod som oftest “en mh af land” eller “tusind af land”, rektangler

hvis ene side var en mh henholdsvis 1000 mh, mens den anden var en khet.

Det malesystem Peet beskriver horer hjemme i den andet artusinde f.v.t. Skent den
hellenistisk- og romersk-zegyptiske matematik var eklektisk og havde overtaget mate-
riale af babylonisk, arameeisk og persisk oprindelse, sa genfinder vi dog den struktur vi
her betragter i de demotiske papyri. Sdledes dukker “en m#h af land” op i en papyrus fra
romersk tid [ed. Parker 1972: 71]. Endnu mere bemeerkelsesveerdig er en passage fra
den samme papyrus [ed. Parker 1972: 72] hvor aroura (den gamle setat eller kvadrat-
khet) bruges som leengdeenhed — ganske vist uden anferelse af navnet, men i denne

periode eksisterede der ingen anden leengdeenhed af denne storrelse.

Oldbabylonisk matematik

De “brede linier” afspejles mindre klart i det oldbabyloniske malesystem,” og af samme
grund er deres tilstedeverelse som underliggende struktur i den almene matematiske
teenkning ikke blevet bemeerket. Derimod er der blevet skrevet ganske meget om en
tilsvarende struktur for rummal. Vandrette afstande blev malt i NINDAN, en “stang” pa
12 KUS (ogsa en KUS er en cubitum pa ca. 50 cm — en NINDAN er altsa ca. tre gange en
romersk pertica). Lodrette afstande blev derimod maélt i KUS. Volumina blev malt i
arealmal, underforstaet med en tykkelse pa 1 (nemlig 1 KUS). Volumina blev med andre
ord opfattet som sammensat af skiver med tykkelse 1 KUS.

For at se at den samme ide indgér i forstaelsen af arealer ma vi analysere den termi-
nologi der blev brugt til at beskrive arealberegning. Blandt de termer der traditionelt
overszettes som multiplikation synes to at veere forbundet med sadanne beregninger
[Hoyrup 2002: 21-23]. Det ene (med forskellige synonymer) er Sutakiillum, hvis betyd-
ning er at “lade [to liniestykker] holde” (nemlig holde et rektangel — jfr. Elementer 1I,
def. 1 [ed. Heiberg 1883: 118]). Det andet er nasiim, “at lofte”. I virkeligheden refererer
Sutakilllum ikke til beregningen men til konstruktionen af rektanglet (i overensstem-
melse med ordets betydning). Seedvanligvis medferer konstruktionen en underforstaet
beregning af arealet (oldbabylonisk geometri handler altid om malelige storrelser). Der

findes dog tilfeelde hvor beregningen omtales separat, og andre hvor to liniestykker af

2. Den oldbabyloniske periode deekker tidsrummet 2000-1600 f.v.t. (ifslge “middelkronologien”; de
matematiske tekster horer hjemme i periodens anden halvdel.
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ukendt leengde lades holde, og hvor det kun siges at en flade er blevet “bygget” (d.v.s.
konstrueret). Beregningen af arealet af et rektangel der allerede er konstrueret tidligere
sker altid ved “leftning”. Den samme operation bruges til bestemmelse af arealerne af
trekanter, trapezer og irregulere firkanter.

“Leoftning” bruges generelt nar en konkret storrelse bestemmes ved hjeelp af multi-
plikation. I almindelighed bestemmes faktorernes orden stilistisk; for eksempel er det
seedvanen at et tal der lige er fundet “loftes” til den anden faktor. Men der er én enkelt
undtagelse: ved volumenbestemmelser er det ufravigeligt basis B der “loftes” til hgjden
h. Termen er altsd en endnu levende metafor néar det geelder volumenbestemmelse, og
dod i alle andre sammenheenge. Vi ma konkludere at metaforen kommer fra volumen-
beregning: Et prisme hxB far vi ved at “lofte” den “virtuelle hojde” 1 xUS af grund-
fladen B (forstaet som skive) til den aktuelle hgjde /. Ideen svarer til definitionen af
multiplikation i Elementer VII, def. 15 [ed. Heiberg 1884: 186]: produktet af / og B

indeholder B lige sa mange gange som /4 indeholder enheden.

Overforelsen af metaforen til arealmdl forudseetter at arealer opfattes som
sammensat af bdnd med bredden 1 NINDAN, pd samme made som volumina er
sammensat af skiver med tykkelse 1 KUS. S& kan arealet findes ved “loftning” af striben
1xb til den virkelige bredde a.

Ideen om en “virtuel” bredde har ogsa sat sine spor i de sdkaldte “algebraiske”
tekster. Det er en gammel iagttagelse at mange af disse adderer laengder til eller subtra-
herer dem fra arealer — operationer der altid er blevet opfattet som geometrisk absurde
og som bevis for at teksternes geometriske vokabular ikke kan tages alvorligt men blot
berer en rent numerisk teenkning.’ Som jeg har vist andetsteds® er det en fejlslutning;
den numeriske tolkning forklarer de tal der optreeder i teksterne men hverken termino-
logiens struktur eller detaljerne i fremstillingen, somme tider end ikke operationernes
reekkefolge; disse tekstniveauer gennemtvinger en geometrisk fortolkning.

Der er ingen tvivl om at forfatterne af visse oldbabyloniske tekster s& et problem i
additionen af leengder og arealer. For at gore den meningsfuld foretrak de at bruge en

term der tillader addition af de to sterrelsers maéltal uden hensyn til deres konkrete

3. “Itis true that they illustrated unknown numbers by means of lines and areas, but they always re-
mained numbers. This is shown at once in the first example, in which the area xy and the segment
x—y are calmly added, geometrically nonsensical” [van der Waerden 1962: 72].

4.  Mest grundigt i [Heyrup 2002].
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betydning, og for at forvandle opgaven til et geometrisk problem udstyrede de derefter
leengden med en udtrykkelig bredde, i forskellige tekster kaldet “udstikkende 17
“sokkel” eller “bredde nr. 2”. Denne bredde forvandler en linie s til et rektangel 1xs, som

uden vanskelighed kan “fgjes til” et andet areal. Dermed forsvinder vanskeligheden.

Men nar det kommet til subtraktion af en linie fra et areal, sa er der ingen termino-
logisk distinktion mellem operation pa maltal og konkret operation til radighed. Nogle
tekster tillader sig endvidere at “foje” leengder til arealer uden at have indfert et
“udstikkende 1” eller tilsvarende. De forudseetter simpelt hen — det kan ses af operatio-
nerne i en tekst som AO 8862° — at linierne er band der kan “tilfgjes til” eller “udskeeres

fra” et areal.®

Skent malesystemets vidnesbyrd har begreenset udsagnskraft er der alt i alt ingen
tvivl om at den oldbabyloniske matematiske teenkning kendte til forestillingen om

liniers “virtuelle bredde” — iseer der hvor den var teettest pa den praktiske geometri.

Euklid — “Heron” — Platon

Euklid forklarer at en linie er en leengde uden bredde (urjkos amAatés — Elementer 1, def.
2 [ed. Heiberg 1883: 1]). Hverken Herons Definitioner [ed. Heiberg 1912: 14—16] eller
Proklos' kommentar [Friedlein 1873: 96—100; trans. Morrow 1970: 79-82] antyder at
denne “afgreensning” (vel den mest adeekvate oversettelse af Euklid's opos) af begrebet
havde til formal at udelukke forestillingen om béand-linier. P4 dette niveau af greesk
matematik — den modne teori — er der efter alt at demme ingen spor af ideen om

“brede linier”.

Pa andre niveauer — der hvor vi er teettere pa praktisk landmaéling eller i polemik

mod dens seedvaner — er der pa den anden side spor, og lejlighedsvis mere.

5. Se [Hoyrup 2002: 164—167].

6. Det ser ud til at de tekster der forudseetter en virtuel bredde er blandt dem der er teettest pa disci-
plinens oprindelse, nemlig skriverskolens lan af et lille antal geometriske gader fra et landmaler-
miljo i starten af det 18. d&rhundrede f.v.t. — se [Hoyrup 2002: 378-385]. Den terminologiske skelnen
og indferelsen af det “udstikkende 1” og dets sekvivalenter er dermed sekundeere feenomener, resul-
tatet af skoleleereres kritiske teenkning over de tvetydigheder der i forste omgang var blevet over-
taget fra landmaélerne sammen med giderne.
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For det forste er der de to pseudo-Heron antologier Stereometrica og De mensuris,
hvor det forklares hvordan man finder hvad der resulterer fra 1 fod “pa” (ém¢) 1 fod”
(Stereometrica 11.69 [ed. Heiberg 1914: 160—162]; en smule anderledes De mensuris 27
[ed. Heiberg 1914: 182]). Stereometrica versionen diskuterer forst 1 fod pa 1 fod, idet
16 multipliceres med 16 (eftersom “1 fod indeholder 16 fingre”). Derneest, for at finde
og forklare 1% fod pa 1% fod multipliceres 24 med 24, hvorefter resultatet divideres
med 16; kvadratet forvandles altsa til et band med bredde 1 fod, og dettes leengde
findes at veere 36 [fingre] eller 2% fod.

At der virkelig er tale om en teenkning i termer af band og ikke om et blot og bart
regneskema fremgér af en tredie beregning, nemlig af (%2+%) fod pa (%2+%) fod.
Teksten multiplicerer (8+4) med (8+4) og finder 144. Men i stedet for at dividere med
16 (hvad der ville give et kontra-intuitivt “band” hvis bredde var storre end leengden)

relaterer den produktet direkte til 16x16 = 256, og finder at forholdet er %+'/,.

Indtil dette punkt gor De mensuris det samme; men mens Stereometrica stopper
her, fortsetter De mensuris med 2 fod pad 2 fod og (2+%+%+%+'/,s) fod pé
(2+%+%+%+'/16) fod; i begge tilfeelde vendes der tilbage til forvandlingen til band, som

bekreeftelse af at det er metoden der skal bruges nar et egentligt band resulterer.

De mensuris 25 [ed. Heiberg 1914: 180] — en enten forkert eller korrupt alternativ
metode til at finde kapaciteten af et teater — stiller os over for et andet eksempel.
Arealet reserveret til tilskuerne findes som produktet af den ydre og den indre peri-
meter (henholdsvis 100 fod og 80 fod). Det er ogsa antallet af tilskuere, for “péa én fod
sidder der en mand, d.v.s., pa 16 fingre”. Her teenker Heiberg som en moderne matema-
tiker og papeger at der snarere skulle sta “256 fingre”, da der efter hans mening er tale
om kvadratfod. Tekstens ord er dog (pa dette punkt) berettigede hvis vi tenker pa
arealet som bestdende af band med bredde én fod og samlet leengde 8000 fod; da
teksten ikke finder behov for at gore dette klart m& denne opfattelse af arealet have

faldet forfatteren naturlig.’

7. Bredden af afstanden mellem trinnene i virkelige teatre er irrelevant for betragtningen. I det fo-
regiende kapitel (hvor selve arealberegningen er matematisk korrekt) formodes afstanden mellem
trinnene at veere ca. 6 cm (hvis teatret forudseettes at veere en halvcirkel) eller ca. 3 cm (hvis vi gar
ud fra en fuld cirkel).
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Klarere end disse er et eksempel fra kapitel af 24 Geometrica, en anden pseudo-

Heron antologi [ed. Heiberg 1912: 418] (som det fremgar af Heibergs kritiske apparat

er kapitel 24 faktisk et uafhengigt skrift). Her 4*
loses et problem af samme type som dem der
behandles i den oldbabyloniske “algebra” (dog ikke
afledt fra skoletraditionen, der blev brutalt afbrudt 7
efter 1600 f.v.t., men fra en af de oprindelige land-
malergdder): Det handler om et kvadrat, hvis areal

(A) sammen med dets perimeter (4 ¢) udger 896

fod, og det forlanger at arealet skilles fra perime- <~

teren.® 4 enheder “settes uden for” (ékTifnut) 2
kvadratet. Halvdelen er 2 fod — hvad der viser at

siden faktisk opfattes som et rektangel med leengde S

¢ og bredde 1 fod. [Linien pd] 2 fod “stilles pa” sig

selv, og 4 fod resulterer. Hvis disse fojes til de 896

fod resulterer 900 fod, og siden af kvadratet er derfor 30 fod. Eftersom halvdelen er
blevet “taget veek nedenunder” (dparpéw)’ de 4, resulterer 2 fod [som rest]; og [som side
af det oprindelige kvadrat] resterer [nar ogsa disse to fjernes] 28 fod. Arealet er altsé
[28x28 =] 784 fod, og perimeteren [4x28 =] 112 fod. Hvis alt seettes sammen, resulterer
896, som er arealet ssmmen med perimeteren. Proceduren kan folges i Figur 1. Som vi

ser males bade leengde € og areal i fod, og aldeles uproblematisk i samme slags fod.

Heiberg mener at tekstens kompilator har kopieret uden at forstd hvad han skriver.
Det er naturligvis altid muligt, men Heibergs begrundelse for at mene det holder ikke."
Endvidere, selv hvis kompilatoren ikke forstdr mé& han have kopieret fra en greesk
original hvis forfatter forstod. Han har hverken oversat en tekst skrevet pa et andet
sprog eller kopieret en tradition der er blevet skabt uden forstaelse; det fremgar ikke

blot af brugen af greesk metrologi (foden) men ogsa af den stilistiske afstand til de

8. Heibergs oversettelse skjuler en del af argumentet. Jeg giver her en teet parafrase af den greeske
tekst.

9. Den bogstavelige oversettelse er berettiget — ingen anden subtraktion i neerheden er “Dparpéw”

10. Heiberg folger ikke det geometriske argument og ser derfor ikke at man for at finde siden £ fra de
30 skal fjerne netop den halvdel der i forste omgang blev efterladt da den anden halvdel blev taget
bort “nedenunder” og “stillet ovenpd” Han ser derfor denne passage som tegn pd& manglende
forstaelse.
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mulige vestasiatiske og demotiske kilder. I det hele taget er de spor af “brede linier” der
dukker op i de pseudo-Heroniske skrifter forbundet med greeske seedvaner og prak-
tikker; vi kan slutte at de svarer til tankebaner der var udbredte ogsé blandt greeske
logistikoi.

Béde leengder og arealer males ogsa i fod i Platons dialoger. Det sker bla. i to
passager der er bergmte blandt matematikere pa grund af referencerne til dynamis-
begrebet: Theaetetus 147D and Politicus 266B. De pseudo-Heroniske skrifter gor det
neerligende at antage — men beviser ikke — at disse passagers dimous, Tpimovs og
mevtémovs ikke skal forstds som abstrakte madl, altsd som 2, 3 og 5 kvadratfod, men
snarere som béand af leengde 2, 3 og 5 fod (og bredde 1 fod).

En anden Platon-passage taler langt tydeligere, nemlig Nomoi 819D—-820B [trans.
Bury 1926]. “Athenienseren” taler her om “a certain kind of ignorance [...] naturally
inherent in all men’, men mere preecist blandt alle grekere (d.v.s. almindelige

Greekere — konteksten viser at matematikere ikke medregnes): nemlig den opfattelse at

11 « 712

leengder, bredder og dybder™" “are commensurable with another™*.

I det folgende specificeres det at der faktisk er tale om to distinkte fejlopfattelser:

—For det forste at leengder kan males med leengder, bredder med bredder, og dybder
med dybder;

—for det andet, “as regards the relation of length and breadth to depth, or of breadth
and length to each other — do not all we Greeks imagine that these are somehow
commensurable with one another?”

Den forste fejltagelse henviser selvfelgelig til opdagelsen af irrationelle forhold, for

eksempel (Aristoteles’ standardeksempel) forholdet mellem kvadratets side og

diagonal; det er ikke sandt at enhver leengde kan maéle enhver anden leengde. Det er

uinteressant i den neerveerende sammenheeng.

» «

11. Bury oversetter som “lines”, “surfaces” and “solids”, imod den direkte betydning af ufjkos, wAaros og
Babos men i foregribelse af hvad der (som vi straks skal se) kan leeses ud af konteksten).

12. Mere preecist siger den greeske tekst at de alle “kan males ved hinanden” (mavta perpnra wpos
aAAnAa). Det tekniske kommensurabilitetsbegreb er altsa en tilsnigelse. Faktisk formodes det ifalge
teksten at den gensidige maling kan gores enten “absolut” (c¢68pa) eller “s& nogenlunde” (npéua),
hvad der er meningslest hvis vi teenker pa det tekniske begreb — jeg erindrer hvor forarget Marinus'
gamle ven Olaf Schmidt blev da jeg refererede passagen for ham (den bekreeftede Olafs i alminde-
lighed negative meninger om filosoffer der udtaler sig om matematik).
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Den anden synes mere dunkel — jfr. [Mueller 1992: 94—95]. Hvis leengde, bredde og
dybde alle forstas som linesere udstreekninger, sa er der ingen virkelig forskel pa de to
fejltagelser. Den anden mulighed er at forstad “bredde” som en sammentrukket beteg-
nelse for storrelser der ogsd er udstyret med en bredde (altsé flader), og tilsvarende at
tolke “dybder” som sterrelser der ogsd har en dybde — altsa legemer, siden denne
dimension her og andetsteds af Platon omtales som “den tredie”

Til fordel for den sidste tolkning taler ikke blot at den tillader fejltagelse nummer to
at veere forskellig fra nummer 1 men ogsa at den svarer til den matematiske termino-
logis almindelige karakter. Vi treeffer en tilsvarende sammentraekning nér den unge
Theaitetos definerer kvadratiske tal (Theaetetus 147E—148A) som tal der kan genereres
som produkt af ens faktorer, mens aflange tal er sadanne som kun kan genereres af
ulige faktorer — det kan kvadratiske tal naturligvis ogsa. Samme menster gentager sig
lidt senere nar han omtaler linier der kun kan males dynamei (d.v.s., nar de forstas som
parametrisering af et kvadrat, jfr. [Heyrup 1990]) som dynameis, mens de der ogsd har
et maltal nar de forstas direkte som leengder omtales netop som lcengder.

Sammentreekningen i Nomoi kan ogsa illustreres af hvad Proklos har at sige om
Euklids definition af linien [Friedlein 1873: 96-97, trans. Morrow 1970: 79]: Der er
ingen grund til at sige “without breadth and without depth” eftersom “everything that
is without breadth is also without depth” — “denying breadth of [the line] he has also
taken away depth”.

Ikke desto mindre fortreekker Ian Mueller (med en svag tvivl) at holde sig til den
forste tolkning. Fejltagelsen der ligger i at tro leengder, flader og legemer sam-malelige
blot fordi de alle males i “fod” forekommer ham sa banal at han ikke kan tro Platon ville
polemisere imod den.

Som vi har set er det feelles mal i “fod” dog mere end et udtryk for fraveret af det
eksponentsymbol der tillader os at skelne mellem “fod”, “fod”” og “fod®” Det er udtryk
for et komplekst tankeseet, og hvis leengder er beerere af en virtuel bredde (som kan
aktualiseres nar der er behov for det), sé er det ikke nogen triviel fejltagelse at mene at
leengder og flader kan male hinanden enten eksakt eller i det mindste med tilneer-

melse — faktisk er det slet ikke nogen fejltagelse.
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Men det forblev en fejltagelse for dem som transformerede geometrien fra landmaé-
lerteknik til teori. For dem, som for Platon, var det ikke blot en fejltagelse men en fejl-
tagelse der métte udryddes, preecis ligesom de udryddede den fejltagelse at alle linier er
kommensurable. Vi kan tenke pa det oldbabyloniske “udstikkende 17, der synes at have

tjent preecis samme formal (note 6).

Afrunding og en smule morale

Lad os vende tilbage til Euklids definition af linien. Hverken Heron (den virkelige) eller
Proklos giver udtryk for at “uden bredde” skal tjene til at udgrense band-linierne;
formodentlig var de allerede afskrevet blandt geometere da Euklid skrev sine Elementer.
Men definitionen er ikke Euklids opfindelse. Den citeres ordret (som en allerede gengs
definition) i Aristoteles' Topica 143b11 [ed. Tredennick & Forster 1960: 591]; méske
blev den allerede brugt af Platons matematiker-venner, og maske er den endnu eldre.
Det interessante er imidlertid Aristoteles' argument: Han péapeger at definitionen
forudseetter eksistensen af en genus (lengder) der bestir af to species: Leengder
udstyret med bredde og leengder uden bredde. 1folge Aristoteles eksisterer de begge.
Det viser at (platoniske) ideer ikke kan eksistere; enten har leengdens ide bredde, eller

den har ikke; men i begge tilfeelde ville eksistensen af to species veere udelukket.

Vi kan ikke veere sikre pa at “leengder forsynet med bredde” er den praktiske land-
malings band-linier; muligvis teenker Aristoteles blot pa flader; men band-linierne er
heller ikke udelukkede. Det forbliver en mulighed at afgreensningen “uden bredde”
oprindelig skulle tjene til at udelukke “brede linier” (hvad der ifelge Nomoi-passagen
ville veere i Platons and).

Passagen i Nomoi selv er mere entydig. Kun forestillingen om band-linier tillader os
at skelne mellem to fejltagelser som er bade forskellige og substantielle.

Hvad angar de oldbabyloniske tekster var den manglende forstaelse af de “brede
linier” den vigtigste grund til valget af en rent numerisk tolkning af “algebraen”. Som vi
har set blev “fejltagelse nummer 2”7 sa effektivt undertrykt at Heiberg, da han udgav
Geometrica, fandt forvirring der hvor teksten rent faktisk giver en klar og korrekt

beskrivelse.

Ethvert matematisk tankesystem og sprog indeholder et rigt mal af tvetydigheder,
som dets udgveres felles treening og praksis forhindrer i at manifestere sig. I Euklids

geometri er sdledes en figur (et oyfina — Elementer 1, def. 14) noget der afgraenses af én
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eller flere greenser (0pot), og et kvadrat er en figur (def. 22) [ed. Heiberg 1883: 4, 6].
Men et kvadrat kan ogsa veere ens med én eller flere andre figurer (for eksempel i
Elementer 1, 47 og 11, 14 [Heiberg 1883: 110, 160]), og sa er det pludselig reduceret til
sit areal. Inden for den matematiske diskurs der er tale om forbliver sadanne tvetydig-
heder som regel skjult — de reguleres af det operationelle rum begreberne afthenger af
og som terminologien taler om: hvis et kvadrat deles af en diagonal, er der ingen tvivl
om at der er tale om figuren; hvis det er fem gange et andet, ma det dreje sig om

arealet.

Dette fraveer af pedanteri tjener tankens gkonomi. Men nar man — det veere sig
som matematikhistoriker eller som matematikleerer — tror at kun de andres og ikke ens
egen diskurs indeholder tvetydigheder; nar man ikke forstar at ogsa de andres tvetydig-
heder er virtuelle og ikke aktuelle fordi ogsa de reguleres af deres operationsrum; nar
man dermed glemmer at forskellige tvetydigheder er en priviligeret vej til forstdelse af
de andres teenkning — sa forvandles fraveret af pedanteri i ens egen diskurs til pedan-

teri og intolerance over for disse andre, og en barriere for forstaelse.

Maske kan opdagelsen af denne intolerance i historiske studier og forseget pa at
overvinde den bidrage til at blive opmarksom pa den og til at overvinde den i matema-
tikundervisningen — et omrade der (som historikeren med eller mod sin vilje ma
erkende) er langt mere vigtigt i denne verden end historiografien som ren videnska-

belig disciplin.
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